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DESCRIEREA SOLUTIILOR

COMISIA STIINTIFICA

PROBLEMA 1: EPRUBETE

Propusd de: prof. Panaete Adrian, Colegiul National “A.T. Laurian”, Botosani

In descrierea solutiei, vom nota capacititile eprubetelor cu c[1], ..., c[N]. Simularea directs a
procesului nu este posibila decat pentru punctaj partial, deoarece timpul total de umplere poate
fi foarte mare. In schimb, vom descrie structural cum se desfasoara umplerea si vom raspunde
la fiecare intrebare printr-o procedura recursiva.

Pentru fiecare eprubeta i, definim pic_per_unitate[i] ca numairul total de picaturi care
trebuie create pentru a obtine o singura picatura in eprubeta i.
Daca definim depli| ca fiind eprubetele de care depinde eprubeta i, avem imediat relatia:

pic_per_unitate[i] =1+ Z pic_per_unitatel[j].
j€depli]

Intr-adevir, pentru a crea o picituri in i, trebuie creatd chiar acea piciturd, iar in plus trebuie
compensate toate picaturile consumate din eprubetele de care depinde <.

Definim si timp_umplere_prefix[i] ca numarul de secunde dupa care eprubetele 1,2,...,14
se umplu pentru prima oara toate simultan. Atunci avem:

timp_umplere_prefix[i| = timp_umplere_prefix[i — 1] + c[i] - pic_per_unitate[i].

Intr-adevar, dupd ce primele i — 1 eprubete sunt pline, pentru a umple complet eprubeta
i mai trebuie puse in ea exact c[i| picaturi, iar fiecare astfel de picatura “costd” in total
pic_per_unitate[i] secunde.

Vom rezolva o problema putin mai generald. Pentru un prefix [1..7] si pentru o valoare ¢;,
vrem sa determinam In ce eprubeta se pune o picatura la o anumita secunda, daca lucram doar
cu eprubetele 1,2, ..., 1, iar capacitatile sunt

cll],cl2],...,cli —1],¢;.

Cu alte cuvinte, ultima capacitate este revizuita.
Aceasta generalizare este exact cea de care avem nevoie in recursie. Fixam deci un apel
recursiv pe prefixul [1..i], in care ultima eprubeta are capacitatea revizuita c;.
Comportamentul algoritmului de umplere se descompune in pasi astfel:

e Pasul 0: umplem primele ¢ — 1 eprubete. Acest lucru dureaza
T = timp_umplere_prefix[i — 1]

secunde.

e Apoi incepem sd punem picaturi in eprubeta ¢, una cate una, pana cand fie eprubeta i se
umple, fie se goleste complet macar una dintre eprubetele din care se consuma substanta
pentru a obtine substanta ¢. Daca notam

cap_min_dep = min clj],
j€depl]
atunci putem pune exact cap_min_dep picaturi consecutive in eprubeta .
e Dupa aceea trebuie reumplute eprubetele dependente ale lui .

e Se repeta alternativ ultimii doi pasi de cate ori este nevoie.
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Notam
« = cap_min_dep - Z pic_per_unitatel[j].
jé€depli]
Aceasta este durata necesara pentru a reumple toate eprubetele dependente dupa ce am pus
cap_min_dep picaturi in eprubeta .

Asadar, dupa pasul 0, procesul continua in blocuri repetitive:

e punem cap_min_dep picaturi in eprubeta ¢;
e reumplem eprubetele dependente, in « secunde.

Vom numi fazd o astfel de pereche de doi pasi consecutivi.
Dupa

(&
B L:ap_min_depJ
faze complete, in eprubeta ¢ vor fi puse K - cap_min_dep picaturi.

Daca ¢; este divizibil cu cap_min_dep, acestea sunt toate fazele. Altfel, mai exista o faza
suplimentara, in care se mai pun doar ¢; mod cap_min_dep picaturi in eprubeta ¢, dupa care se
reumplu din nou eprubetele dependente. Cu alte cuvinte, ultima faza poate fi speciala.

Pentru a afla unde se incadreaza secunda ceruta, procedam dupa cum urmeaza.

Mai intéi verificam daca secunda se afla In pasul 0. Mai exact, daca secunda < T, atunci
reluam cautarea pe prefixul format din primele i — 1 eprubete.

In caz contrar, secunda se afla dupa pasul 0, deci intr-una dintre fazele descrise mai sus.

Lungimea unei faze complete este cap_min_dep 4 «. Prin urmare, numarul de faze complete
incheiate Tnaintea secundei noastre este

secunda — T — 1 J

faze_inainte = -
cap_min_dep + «

La inceputul fazei in care se afld secunda noastra, in eprubeta ¢ mai trebuie puse
cap_inceput_faza = ¢; — faze_inainte - cap_min_dep
picaturi.
Asadar, in primul pas al fazei curente vom pune in eprubeta i
Z = min(cap_min_dep, cap_inceput_faza)
picaturi.
Daca secunda noastra se afla in acest prim pas al fazei, atunci raspunsul este chiar <.
Ramane cazul in care secunda se afla in al doilea pas al fazei, adica in reumplerea eprubetelor
dependente ale lui 7. Fie j; < jo < --- < j eprubetele din dep|i|. Dupa ce am pus cele Z
P J J Jk €P P P p
picaturi in eprubeta ¢, fiecare dintre eprubetele j1, ..., ji a pierdut exact Z picaturi. Din regula

problemei, se alege mereu prima eprubeta neplina. De aceea, reumplerea acestor eprubete se
face In subpasi, in ordinea:

Logil, [Ljal, vy [Logil.

Mai precis, in subpasul £ se executa exact algoritmul de umplere pe prefixul [1..j,] pana cdnd
toate eprubetele din acest prefix devin din nou pline.
Durata subpasului £ este

X(¢) = Z - pic_per_unitate[j],

deoarece trebuie puse exact Z picaturi in eprubeta jy, iar o picatura in j, costa in total
pic_per_unitate[js] secunde.
Definim sumele partiale

Y(0)=0, Y()=X(1)+X(2)+ -+ X(0).

Daca notam cu sfarsit_pas_1 ultima secunda a primului pas al fazei curente, atunci sub-
pasul £ ocupé exact intervalul de secunde

sfarsit_pas_14+Y({ —1)+1, ..., sfarsit_pas_1+ Y (¥).
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Parcurgem acesti subpasi si gasim primul £ pentru care secunda ceruta se afla in intervalul de
mai sus. Odata determinat acest ¢, apare ideea cheie din rezolvare (care este si motivul pentru
care rezolvam problema mai generald), descrisa in cele ce urmeaza.

Stim ca secunda noastra se afla in subpasul ¢, adica in algoritmul care reumple prefixul [1..jp].

La inceputul acestui subalgoritm:

e primele j; — 1 eprubete sunt pline;
e eprubeta jy are exact c[jys] — Z picaturi.

Pe parcursul subpasului, eprubeta j, va avea mereu cel putin c[jy] — Z picaturi. Putem deci
privi situatia echivalent astfel:

e cprubeta j, este initial goala;
e capacitatea ei este revizuita la Z.

Mai mult, putem privi intregul subpas ca pornind chiar din configuratia in care toate epru-
betele din prefixul [1..j,] sunt goale, doar cd atunci secunda relevanta nu mai este aceeasi.
Daca notam cu secunda_prim pozitia secundei noastre in interiorul subpasului curent, atunci
in configuratia standardizata de mai sus trebuie sa cautam secunda

secunda_prim + timp_umplere_prefix[j, — 1].

Motivul este ca, pornind din aceasta configuratie standardizata, dupa exact timp_umplere_prefix[j,—
1] secunde ajungem in configuratia reala de la inceputul subpasului.
Prin urmare, dacd secunda noastra se afla in subpasul £, reducem problema recursiv la:

e prefixul [1..7];
e capacitatea finala revizuita la Z;
e secunda secunda_prim + timp_umplere_prefix[j, — 1].

Moment la care putem sa apelam recursiv.
In concluzie, dupa precalcularea tablourilor pic_per_unitate si timp_umplere_prefix,
fiecare Intrebare se rezolva prin aceasta functie recursiva:

daca secunda este in pasul 0, cobordm la prefixul [1..i — 1];

altfel identificam faza curenta;

daca secunda este in primul pas al fazei, raspunsul este ;

altfel identificam subpasul si apelam recursiv aceeasi procedura pe un prefix mai mic,
cu capacitatea ultimei eprubete schimbata la Z.

Cum la fiecare apel recursiv prefixul se micsoreaza, procedeul se termina. Complexitatea
totald a solutiei este O(N - Q).

PrRoOBLEMA 2: LOOP

Propusd de: stud. Todoran Alexandru-Raul, Harvard University

Subtask 1: N - M < 12 (8 puncte). Pentru acest subtask, o abordare bazata pe metoda
backtracking este suficienta. Vom genera toate drumurile care nu trec de doua ori prin aceeasi
celula din punctul (¢1,¢1) pdna in punctul (¢3,ce). Pentru un drum determinat, trebuie sa
verificim fiecare perioada posibild a traseului. Numairul total de drumuri este O(4V M), deci
complexitatea finald este O(4¥M . N . M).

Subtask 2: Se garanteaza ca S, = @ oricare ar fi p > 1si 5 < N, M (7 puncte). Pentru
acest subtask, stim ca nu exista drumuri periodice. Prin urmare, este suficient sa numaram
in cate moduri se poate ajunge din punctul de start pana la punctul de final cu numar minim
de pasi. Aceasta problema se poate rezolva folosind BFS. Pe langa distanta minima la fiecare
celuld, vom retine si numarul de moduri de a ajunge in celula respectiva cu lungime minima.
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Subtask 3: Nu exista celule blocate si 5 < N, M (19 puncte). Pentru acest subtask, este
nevoie sa facem observatii despre care sunt valorile p care pot fi solutie. Dupa prima repetitie,
vom ajunge in punctul (¢; + Az, c1 + Ay). Dupa a doua repetitie, vom ajunge in punctul
(t14+2-Ay,c1+2-Ay). Trebuie ca la final sa ajungem in punctul (42, c2). Dar, (¢2,c) trebuie
sa fie egal cu (61 4+ (p—1)-Az,c1+(p—1)-Ay). Deducem de aici ca p trebuie sa fie divizor al
|61 — 3] si divizor al |¢; —c2|. De aici, putem deduce ca avem un numar mic de valori ale lui p pe
care trebuie sa le testam. Vom fixa fiecare p care poate sa fie parte din raspuns. Acum, trebuie
s& numaram cate drumuri de lungime minima exista de la (¢1, ¢1) pana la (¢1+ %, 1+ <),
Din nou, putem rezolva aceasta problema cu BFS, exact ca la sull)taslﬁ—ull ant‘erior. Alternativa
lo—t1| | Jeg—cy
este sa folosim o formula pentru numarul de drumuri, care este (Tl;rj_l
p

Subtask 4: N -M < 2500 (29 puncte). Pentru acest subtask, trebuie sa luam in considerare
si obstacolele din matrice. In rest, solutia va raméane la fel ca la subtask-ul anterior. Exact ca la
subtask-ul anterior, vom calcula numarul de drumuri de lungime minima de la punctul de start,
pana la primul punct intermediar (adica pana la punctul la care ajungem dupa ce executam
pentru prima data secventa de instructiuni). Observam ca pentru a putea folosi celula (i, j) in
acest traseu, celulele (4,7), (i + Az, j+ Ay), oy (i+(p—1)-Ag,j+ (p—1)-A,) trebuie si
fie libere. Pentru fiecare celula (7, j), putem verifica in O(p) daca aceasta celula poate fi parte
dintr-un traseu periodic. Complexitatea finald devine O(N - M -min(N, M) - D), unde D este
numarul de valori posibile ale lui p.

Subtask 5: N,M > 5 (37 puncte). Pentru acest ultim subtask, singura diferenta este cum
verificam daca putem folosi celula (7, j) intr-un traseu cu perioada p. Este suficient sa calculam
n;j - cat de multi pasi (cu A, pe directia = si A, pe directia y) pana cand intdlnim un
obstacol. Putem calcula aceasta tabeld folosind programare dinamica in O(N - M) folosind
relatia n; ; = 1+ nja, j+a, daca celula (7,7) nu este blocata, respectiv 0 daca este blocata.
Complexitatea finala este O(N - M - D).

PrROBLEMA 3: WIND

Propusa de: stud. Rosu Adrian-Andrei, Universitatea Nationald de Stiinta si Tehnologie Politehnica Bucuresti

In continuare toate operatiile de modulo vor fi ignorate, deoarece daca folosim unsigned int
pe toate operatiile cu mere, atunci operatia de mod 232 va fi facuta automat.

Subtask 1: M,Q, K <2000 (7 puncte). Deoarece limitele sunt mici in acest subtask, cea mai
simpla si directd abordare este simularea pas cu pas a tuturor operatiilor. Pentru evenimentele
de primul tip, schimbam directia vAntului direct in memorie intr-un timp constant de O(1).
Cand intalnim o actualizare a merelor de tipul doi, parcurgem pur si simplu submatricea indicata
si crestem cantitatea de mere din fiecare celuld cu valoarea data, operatie care dureaza O(N-M).
In cele din urma, pentru interogirile de tipul trei, simulim efectiv cele K mutéri succesive ale
lui Gigel si adunam merele colectate pe parcurs, ceea ce ne conduce la o complexitate de O(K)
pentru fiecare interogare completa.

Subtask 2: M <200 si Q <2000 (9 puncte). Aici dispare restrictia asupra lui K, asadar
simularea manuala a tuturor pasilor nu mai este suficient de rapida. Cheia rezolvarii sta in a
analiza proprietatile traseului pe care Gigel il parcurge.

Observatie 1. Deoarece din fiecare celula vantul sufla intr-o singura directie precisd, drumul
lui Gigel din orice celuld de start (i,7) este mereu unic. Graful format de directiile vantului este
unul functional, asadar deplasarea poate fi privitd ca o functie matematica de forma f : N3 - N,
unde f(i,7,k) reprezinta raspunsul pentru o operatie de tipul 8 cu parametrii respectivi.

Observatie 2. Intr-un astfel de graf, orice drum pornit dintr-o celuld poate avea doar doud
topologii posibile. Fie este un drum complet aciclic care paraseste matricea in cel mult N - M
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pasi, fie are o traiectorie de tip Ro (de la litera greceascd p), fiind compus dintr-o portiune
liniara initiald (coada) wrmatd de un ciclu care se repetd la nesfarsit (bucla).

!

> IESIRE | ¢

)T_ Coad3)
—
i)

Drum Aciclic Drum tip Ro (p)

FI1GURE 1. Vizualizarea celor doua topologii posibile ale traseului lui Gigel.

Cunoscand acest comportament, algoritmul devine clar: marcam pozitiile parcurse intr-o
matrice de vizitare pe masura ce avansam. Cand Gigel ajunge intr-o celuld pe care am mai
vizitat-o, stim sigur ca am descoperit un ciclu, lucru care se va Intampla garantat dupa cel mult
N - M mutari. Odata ce am Inchis aceasta bucla, calculam rapid de cate ori o va parcurge Gigel
complet in pasii ramasi din K. Inmul‘gim numarul de mere din ciclu cu acest numar de repetari,
iar pentru restul de pasi (care nu pot forma un ciclu complet) reluam simularea naiva, celula
cu celula. Datorita acestei abordari, complexitatea scade la cel mult O(N - M) pe interogare.

Subtask 3: N = 1 (11 puncte). Faptul cad matricea se reduce la o singura linie schimba
radical dinamica miscarilor. Daca la un moment dat Gigel ajunge intr-o celula cu vant orientat
inspre Nord sau Sud, el iese imediat de pe harta, iar interogarea returneaza valoarea -1. Prin ur-
mare, singurele bucle infinite care se pot forma structural sunt ciclurile intre celule adiacente cu
directiile Est si Vest (EV). Pentru a raspunde rapid la interogéri, nu mai este nevoie sa simulam,
ci doar sa aflam care este primul caracter diferit de directia celulei de start pe care il va intalni
Gigel pe directia sa de deplasare. Acest lucru se poate implementa extrem de eficient mentinand
permanent patru structuri de date de tip std: :set, cate una pentru fiecare directie cardinala,
cautand apoi rapid intersectiile cu ajutorul functiei std::set.lower_bound(). Deoarece di-
mensiunea M poate fi mare, actualizarile cantitatilor de mere pe intervale extinse nu mai pot fi
facute prin parcurgere liniara, ci necesita un arbore de intervale cu lazy propagation. Aceasta
structura permite efectuarea modificarilor in timp logaritmic, obtinand o complexitate finala de
O(Q -log M).

Subtask 4: N < 10 si Gigel nu se poate deplasa in sus (14 puncte). Aceasta cerinta
functioneaza ca o extindere naturala a ideii de la subtask-ul anterior. Neavand deloc directia
Nord pe harta, singurele cicluri valide raman tot cele de tip Est-Vest, care se desfasoara strict
orizontal. Acest detaliu ne permite sa tratam fiecare linie a matricei ca fiind o entitate inde-
pendenta de celelalte. Practic, vom rula algoritmul optimizat cu std: :set-uri pe linia curenta
pe care ne aflim. In momentul in care Gigel intalneste un vant orientat spre Sud, el coboara
automat pe linia imediat urmatoare, moment in care reluam cautarea de pe noua pozitie. Cum
putem cobori de cel mult N ori inainte de a iesi din matrice, arhitectura generala a solutiei
va consta intr-o colectie de 4 - N set-uri pentru directii si N Arbori de Intervale, cite unul
asociat fiecarei linii in parte (sau unul in functie de implementare). Complexitatea se scaleaza
proportional, devenind O(Q - N -log M).

Subtask 5: N < 10 si exista doar interogari (11 puncte). Lipsa totald a operatiilor de

actualizare implica faptul ca matricea directiilor si cantitatile de mere raman complet statice.

Cand rutele nu se schimba dinamic, putem optimiza masiv simularile deplasarilor lungi folosind

tehnica Binary Lifting. Vom construi o dinamica tridimensionald unde starea dp [step] [i] [j]
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este definitd ca un tuplu de forma {inou, jnou, mere_ colectate}, reprezentand locatia finald a lui
Gigel si numarul de mere stranse dupa exact 25'? pasi, pornind din (i, j).

Pentru a construi recurenta, ne bazam pe principiul ca un drum lung se poate sparge perfect
in doua jumatati egale. Daca prima jumatate ne duce intr-o stare intermediara (im;d, jmid) care
se afla inca in matrice, continudm parcurgerea pentru a obtine starea finald. Obtinem astfel
urmatoarea recurenta matematica:

{iﬁnabjﬁnala meremid + mereﬁnal}7 daca (imidajmid) este valida
{-1,-1,0}, altfel (iese din matrice)

dp|step][i][j] = {

Pentru a raspunde concret la interogari, descompunem numarul total de pasi K in baza 2
si compunem drumul final din “salturi” exponentiale, folosind doar bitii setati. Complexitatea
pentru aceasta cerinta este O(N - M -log K + Q - log K).

Subtask 6: N <10 si @ < 30000 (27 puncte). Pentru a putea aborda probleme fara limite
la nivel structural trebuie sa facem doua observatii esentiale:

Observatie 3. Daca impartim matricea in blocuri de N x B, unde B este o constanta si
precalculam pentru fiecare pozitie (i,j) din acest bloc, dacd am porni si zburdam din aceastd
celula fara limitari asupra lui K :

(1) Coordonatele de iesire din bloc (i, j').

(2) Numdrul de pasi K' facuti pand sd iesim din bloc.

(3) Numdarul de mere colectate pe parcurs.

, atunci putem "sari” din bloc in bloc in complezitate de O(1).

Observatie 4. Daca avem de a face cu un drum Ro, atunci nu este nevoie sa gasim exact
punctul in care se inchide ciclul prima datd (punctul de intersectie dintre coadd si bucla). Daca
observam ca se inchide ciclul in orice alta pozitie din bucld, atunci toate calculele matematice
de la subtask-ul 2 raman adevdrate.

Avem asadar urmatoarea strategie: precalculam pentru fiecare bloc cele trei informatii es-
entiale, iar cand avem un eveniment de tip 1, schimbam directia celulei in memorie si reconstruim
toate aceste valori. Putem proceda astfel: pornim de la o celula (7, j) si simulam brut zborul lui
Gigel prin blocul respectiv. Tinem minte intr-o stiva valorile curente ale pasilor facuti, respec-
tiv merelor colectate pentru fiecare celula parcursa. La final, folosindu-ne de raspunsul pentru
celula initiala, putem calcula foarte usor raspunsul si pentru toate celulele atinse pe parcurs.
Trebuie, desigur, sa avem grija in cazul ciclurilor. Daca ajungem intr-o celula pe care deja am
mai procesat-o, atunci putem sa ne oprim, Intrucat stim exact din acel punct, cum se comporta
zborul nostru. Intrucét fiecare celuld este parcursi exact o singura data, obtinem complexitatea

de O(N - B).

Pentru interogari, trebuie s& mai facem o observatie:

Observatie 5. Valorile celulelor de iesire dintr-un anumit bloc, daca Gigel nu iese din matrice,
apartin coloanei de inceput sau sfarsit a altui bloc. Cum avem % blocuri, atunci avem maxim

% de puncte in care putem sd ne aflam dupd un salt. Deci, conform principiului cutiei lui
Dirichlet, daca sarim de %—H ori, atunci sigur suntem blocati intr-un ciclu, deci putem sa

aplicam aritmetica modulara.

Facand aceasta observatie, simularea zborului va fi urmatoarea: Plecam din celula de start,
(,7) si sarim din bloc in bloc avand grija sa identificim eventualele cicluri. Sarim cat timp
numarul de pasi necesari este < K. Daca parcurgem de doua ori acceeasi granita, procesam
ciclul format. Cand nu mai putem sari integral peste un bloc, putem simula naiv restul pasilor.
Obtinem complexitatea de (9(% + N - B), de unde observam ca, de fapt, solutia se comporta

cel mai bine cdnd B = v/ M, deci obtinem complexitatea finala de O(N - v M).
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Pentru a rezolva complet subtaskul, trebuie sa gestionam si actualizarile merelor. Spre de-
osebire de subtask-urile precedente, daca am folosi un arbore de intervale cu lazy propagation,
cand ar trebui sa recalculam informatiile pentru un bloc sau pentru a simula brut ultimii pasi
continuti intr-un bloc, am obtine complexitatea de O(N - /M -log M), lucru care ar duce la
iesirea solutiei din limitele de timp. Pentru a putea implementa eficient si aceasta actualizare
vom mai face o observatie:

Observatie 6. Dacda stim numarul de pasi facuti de Gigel intr-un bloc, numarul de mere cat
st 0 valoare lazy bloc, care reprezinta suma merelor care au fost adaugate la toate celulele din
acest bloc, atunci numdrul final de mere va fi dat de formula:

mere_final = mere_initial + pasi_facuti-lazy_bloc.

Asadar, cand vom avea o actualizare de tipul 2, vom itera prin toate blocurile care sunt complet
continute in intervalul [[,7] si vom creste valoarea lui lazy bloc cu val pentru fiecare dintre
aceste blocuri in complexitate de O(v/M). Acum trebuie si rezolvim o ultimi problems: in-
tervalele de actualizare nu se vor alinia perfect cu ”granitele” blocurilor noastre. In acest caz,
vom avea urmatoarea structura pentru interval:

Actualizare Naiva Actualizare Lazy Actualizare Naiva
(Acoperit partial) (Acoperit complet) (Acoperit partial)
Bloc 0 Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Bloc 4
1 r

FIGURE 2. Structura unei actualizari de tip 2 pe intervalul [[,7].

Observam ca putem avea maxim doud blocuri care nu sunt incluse complet. Putem parcurge
naiv toate celulele care mai trebuie actualizate si sa le actualizam manual, apoi reconstruim cele
3 valori pentru ambele blocuri. Deci, si pentru actualizarile de tipul doi, atingem complexitatea
maxima de O(N - v/ M).

Subtask 7 & 8: N < 10, respectiv N < 25 (100 puncte). Pentru a rezolva complet
problema, trebuie sa extindem solutia de mai sus. Observam ca toate cele 3 tipuri de evenimente
sunt clasice pentru un arbore de intervale. Pentru a putea mentine ideea de la solutia precedenta,
pentru fiecare nod din arbore, care corespunde unui interval [I,7], vom retine exact cele 3
informatii de mai sus, anume: pentru fiecare linie de pe coloanele [ si r vom calcula:

(1) Coordonatele de iesire din bloc (¢, j').
(2) Numarul de pasi K’ facuti pand sd iesim din nodul din arbore.
(3) Numarul de mere colectate pe parcurs.

Vom construi acest arbore bottom-up. Dupa ce calculam raspunsul din frunze (pe care il
putem face in complexitate de O(N) printr-o simpla simulare), vom parcurge lantul recursivitatii
si vom combina subarborii corespunzatori. Functia de combinare a doi subarbori reprezinta cea
mai complicata parte a implementarii acestei solutii. Daca simulam efectiv mersul lui Gigel,

atunci in cel mai rau caz, pentru fiecare linie vom avea 2 - N "sarituri” intre subarbori. Definim
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o saritura ca fiind o muchie dusa Intre coloana mid si mid + 1 a matricii, sau invers, unde mid
reprezinta coloana din mijlocul intervalului, adica chiar frontiera fiilor pe care ncercam sa-i
combinam, care ne forteaza sa schimbam la fiecare pas subarborele analizat.

Granita
Nod Stang . Nod Drept
INTRARE —>e © #F »c
L
9€ \' °
NP
#E e e——> [ESIRE
Coloana [ Coloana mid ! Coloana mid + 1 Coloana r

FIiGURE 3. Exemplu de traseu parcurs de Gigel intre doi subarbori vecini, in
acest caz avem 3 "sarituri”.

Practic, aceste sarituri reprezintd intoarcerea repetata in acelasi subarbore din care am plecat
(Gigel 1si schimba directia frecvent de la E la V si invers).

Acest numar maxim de 2 - N este dictat tot de principiul cutiei lui Dirichlet (daca ar fi fost
2 N + 1, atunci sigur am fi inchis un ciclu). Obtinem o complexitate de O(N?) pentru com-
binarea a doi subarbori. Insi, ne putem folosi de observatia 1, si, similar cu subtask-ul anterior,
folosim o stiva si memoizam raspunsul pentru toate liniile si coloanele vizitate. Cu ajutorul
memoizarii, putem reduce complexitatea la O(N). De aici tragem concluzia ca daca avem o
actualizare de tipul 1, atunci schimbam in memorie valoarea vantului si facem o actualizare
tipica pe un arbore de intervale in complexitate de O(N - log M). Deoarece folosim aceeasi
structura de date pentru ambele actualizari, in acest caz suprapunerile vor fi mereu perfecte.
Putem tine, pe langa informatiile deja stocate, In fiecare nod, si lazy propagation. Cand avem
actualizare de tipul doi, procedam ca la un arbore de intervale normal si propagam adaugarea
lui val. Cand propagam trebuie sa aplicam formula de la observatia 6 pentru a actualiza corect
numarul de mere colectate din fiecare coloana. La final de apel recursiv, combinam din nou
subarborii. Desigur, complexitatea raméne tot O(N - log M).

Acum nu mai trebuie decat sa gestionam eficient interogarile. Observam ca daca suntem la
coloana curenta y, atunci daca gasim un interval din arborele de intervale de forma [I, y] sau [y, ]
si numarul de pasi K ramas ne permite, atunci putem sari intreg intervalul in O(1). Vom numi in
continuare aceste intervale, intervale aliniate. Pentru a obtine primul interval aliniat, pornim din
radacina, si mergem doar in noduri care il contin complet pe y, propagand val in caz de nevoie.
Acum incepem sa sarim in O(1) peste intervale, cdt timp K < pasi_facuti_in_subarbore.
Cand K devine mai mic, stim sigur ca Gigel ramane blocat In nodul curent si incepem sa
coboram recursiv pentru a gasi exact celula unde se opreste. Intrucat intre doi frati este prezent
fenomenul de ”sarituri”, trebuie sa observam, ca putem avem maxim 2- IV sarituri fara a inchide
un ciclu. Asadar trebuie sa fortam algoritmul sa raména fixat intr-un nod pana ce se termina
toate “sariturile”. Acest lucru cuplat cu detectia ciclurilor, reduce complexitatea la O(N -log M).

Lema: Vom coborl in subarbore doar pentru prima aliniere sau doar cind K nu mai este
suficient de mare, formand astfel un lant de lungime 2 - log M.

Demonstratie: Observam ca dacd suntem intr-un nod aliniat [/,7] si avem un K suficient
de mare, atunci din el putem iesi fie in coloana [ — 1, fie In 7 4+ 1. Exact una dintre ele este
8



"fratele” nodului la care ajungem in O(1) (noi suntem in parinte si apelam acest copil pentru
care obtinem raspunsul in O(1), deci nu mai cobordm) si simulim “siriturile” in O(N). In
celalalt caz, trebuie sa urcam pentru a obtine un nod aliniat. Cel mai apropiat caz este in
parinte, deci, chiar si worst-case, noi urcam cel putin 1 nivel inspre radacina. Cand nu mai avem
un K suficient de mare cobordm din nou pentru a finaliza parcurgerea. Cum pentru fiecare nod
parcurs putem simula in O(N) “sariturile” si, de asemenea, trebuie sa il si propagam pe val,
tot in O(N), am demonstrat complexitatea pentru interogare ca fiind de ordinul O(N -log M).

In final, complexitatea optima pentru aceasts problema este O(N-M +Q- N -log M). Subtask-ul
7 are scopul de a departaja solutiile cu impartire In bucati de radical optimizate suplimentar,
ct si cele cu arbori de intervale cu constante mari de implementare sau complexititi de O(N?)
pentru combinarea a doi subarbori sau O(N - log? M) pentru interogiri.
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